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TÓM TẮT

	 Nghiên cứu này, giới thiệu phương pháp sinh lưới không cấu trúc và tối ưu hóa bằng 
DistMesh. Phương pháp này sử dụng thuật toán tối ưu lực phục hồi để cải thiện chất lượng lưới 
qua từng bước và chiếu các nút biên dựa trên định nghĩa hình học ẩn. DistMesh tự động tính toán 
hàm kích thước lưới dựa trên độ cong và đặc trưng hình học, đồng thời kết hợp phương pháp giới 
hạn gradient tối ưu. Phương pháp này có thể áp dụng cho mọi chiều không gian và có ứng dụng 
rộng rãi, bao gồm lưới di động, động lực học chất lỏng, tối ưu hóa hình dạng, biến dạng cấu trúc, 
và thích nghi số học. Kết quả nghiên cứu cho thấy, DistMesh tạo ra các lưới có chất lượng cao và 
hiệu quả tính toán vượt trội so với các phương pháp tạo lưới truyền thống khác.

	 Từ khóa: DistMesh; Lưới chất lượng cao; Hình học ẩn.

ABSTRACT

	 This study introduces unstructured mesh generation techniques using DistMesh. The method 
iteratively improves the mesh by solving force equilibrium equations and projecting boundary nodes 
according to the definition of implicit geometry, applicable in any spatial dimension. The algorithm 
computes the mesh size function automatically based on curvature and geometric features, combined 
with optimal gradient limiting methods. Applications of the algorithm include mobile meshing, fluid 
dynamics, shape optimization, structural deformation, and adaptive numerics. Results demonstrate 
that this method produces high-quality meshes and superior computational efficiency compared to 
other mesh generators.

	 Keywords: DistMesh; High quality mesh; Implicit geometry.
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1. TỔNG QUAN
 
	 Quá trình tạo lưới đóng vai trò rất quan 
trọng trong nhiều ứng dụng, từ mô phỏng tính 
toán đến đồ họa máy tính [1]. Một lưới không 
cấu trúc cơ bản bao gồm việc chọn các điểm 
lưới và phân chia chúng thành các tam giác. Để 
xử lý các chi tiết phức tạp của hình học, lưới 
cần có các phần tử nhỏ. Tuy nhiên, trong một 
số trường hợp, việc sử dụng các phần tử lớn 
hơn cũng có thể hữu ích để giảm độ phức tạp 
của lưới. Trong các ứng dụng số, việc sử dụng 
các phần tử chất lượng cao, như các tam giác 
gần đều, là cực kỳ quan trọng để đảm bảo tính 
chính xác của quá trình phân tán và tính ổn định 
của hệ phương trình tuyến tính.

	 Một trong những thuật toán tạo lưới 
phổ biến nhất là phương pháp tinh chỉnh 
Delaunay[2]. Thuật toán này bắt đầu bằng cách 
chia một tập hợp các điểm ban đầu thành các 
tam giác và sau đó tinh chỉnh lưới cho đến khi 
chất lượng của các phần tử đạt được mức độ 
mong muốn. Thường thì thuật toán này hoạt 
động từ phía dưới lên, bắt đầu từ việc phân chia 
các điểm, sau đó là các đường cong, bề mặt và 
cuối cùng là thể tích. Phương pháp tiếp cận mặt 
[3] cũng là một phương pháp phổ biến, nơi mà 
quá trình tạo lưới bắt đầu từ biên và tạo ra các 
phần tử lưới theo một mặt tiếp cận vào trong 
miền. 

	 DistMesh là một công cụ mạnh mẽ cho 
việc tạo lưới không cấu trúc, đặc biệt là khi cần 
tối ưu hóa chất lượng của lưới, công cụ này 
được viết hoàn toàn bằng ngôn ngữ MATLAB. 
Ở hình 1 có thể thấy rõ được các phần tử lưới 
được sinh ra từ DistMesh có chất lượng đồng 
đều và cao hơn so với phương pháp Delaunay 
thông thường. Trong nghiên cứu này, chúng tôi 
sẽ tập trung vào mô phỏng số để so sánh kết 
quả giữa các lưới khác nhau được sinh ra từ 

DistMesh và từ phương pháp Delaunay trong 
Star-CCM+.
 

Hình  1. Mô tả các phương pháp tạo lưới khác 
nhau cho hình tròn, a) Lưới được sinh ra từ 

DistMesh và b) Lưới được sinh ra bằng phương 
pháp Delaunay.

2.  PHƯƠNG PHÁP SINH LƯỚI VÀ TỐI 
ƯU HÓA

	 Thuật toán tạo lưới này dựa trên một 
phép tương tự cơ học giữa một lưới tam giác 
và cấu trúc giàn 2-D, hay cấu trúc lò xo [4], 
[5]. Thuật toán bắt đầu bằng cách sử dụng thuật 
toán Delaunay để tạo lưới tam giác cho tập hợp 
các điểm trong mặt phẳng x, y. Đối với mô hình 
vật lý này, các cạnh của tam giác (các đường 
nối giữa các điểm) được coi như các thanh của 
giàn, và các điểm được coi như các khớp nối. 
Mỗi thanh có một mối quan hệ giữa lực và biến 
dạng f(l, l0), phụ thuộc vào chiều dài hiện tại l 
và chiều dài ban đầu không bị kéo giãn l0 của 
nó. Các ngoại lực tác động lên cấu trúc được 
áp dụng tại các điểm biên. Tại mỗi nút biên, có 
một phản lực vuông góc với biên, có độ lớn đủ 
để ngăn nút di chuyển ra ngoài.

	 Nhiệm vụ của thuật toán là tìm vị trí của 
các khớp sao cho toàn bộ cấu trúc đạt trạng thái 
cân bằng lực tĩnh. Khi h (x, y) = 1 (hàm này để 
xác định độ dài cân bằng của các cạnh), mục 
tiêu là chiều dài của tất cả các thanh tại trạng 
thái cân bằng sẽ gần như bằng nhau, tạo ra một 
lưới tam giác đều và có hình dạng tốt.
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	 Để giải quyết trạng thái cân bằng lực, 
chúng ta cần thu thập tọa độ x và y của tất cả 
các điểm lưới N vào một mảng N×2, gọi là p:

	
	 Vector lực F(p) tại mỗi điểm lưới sẽ 
được chia ra thành các thành phần theo phương 
ngang và dọc, ký hiệu là Fx (p) và Fy (p). Các 
thành phần này được tính dựa trên tổng lực 
từ tất cả các thanh kết nối. Mỗi thanh tạo ra 
một lực tỷ lệ với sự kéo dãn hoặc nén so với 
chiều dài ban đầu của nó. Điều kiện cân bằng là 
tổng các thành phần lực này tại mỗi điểm bằng 
không, đảm bảo không có chuyển động thuần 
và do đó lưới ở trạng thái ổn định.

	 Ở đây, Fint  chứa các lực bên trong từ các 
thanh và Fext  là các lực bên ngoài (phản lực từ 
các ranh giới).

	 Lưu ý rằng F(p) phụ thuộc vào cấu trúc 
của các thanh nối giữa các khớp. Trong thuật 
toán, cấu trúc này được xác định bằng cách sử 
dụng phân chia Delaunay của các điểm trên 
lưới. Delaunay tạo ra các tam giác không giao 
nhau để lấp đầy vùng nằm phía trong của các 
điểm đầu vào bao quanh nó, sao cho mỗi cạnh 
chỉ được chia sẻ bởi tối đa hai tam giác và 
đường tròn ngoại tiếp của mỗi tam giác không 
chứa bất kỳ điểm đầu vào nào khác. Trên mặt 
phẳng, việc phân chia tam giác này được biết 
đến để tối đa hóa góc nhỏ nhất của tất cả các 
tam giác. Đáng chú ý, vector lực F(p) không 
thể được coi là một hàm liên tục của p do cấu 
trúc (sự có hoặc không có các thanh nối) được 
thay đổi bởi Delaunay khi các điểm di chuyển.

	 Hệ phương trình F(p) = 0 cần được giải 
để tìm ra một tập hợp các vị trí cân bằng p. Đây 
là một vấn đề khá khó khăn, một phần do tính 
không liên tục trong hàm lực (sự thay đổi của 
hình học) và một phần do sự hiện diện của các 
ngoại lực tại biên. 

	 Một cách tiếp cận đơn giản để giải hệ 
phương trình F(p) = 0 là đưa vào một yếu tố phụ 
thuộc vào thời gian ảo. Đối với một số p(0) = 
p0, chúng ta có thể xem xét một hệ các phương 
trình vi phân (trong hệ không thứ nguyên).

	
	 Nếu tìm được một nghiệm tĩnh, nó sẽ 
thỏa mãn hệ phương trình F(p) = 0. Hệ phương 
trình (2.3) được xấp xỉ bằng phương pháp Euler 
tiến (forward Euler method). Tại các thời điểm 
rời rạc (giả định)  tn  = n∆t, nghiệm xấp xỉ pn ≈  
p (tn) được cập nhật bằng cách:

	
	 Khi đánh giá hàm lực, các vị trí  pn được 
biết trước, cấu trúc giàn (phân chia tam giác của 
tập điểm hiện tại) cũng được xác định. Các lực 
hồi phục bên ngoài được xử lý theo cách sau: 
Tất cả các điểm vượt ra ngoài vùng trong quá 
trình cập nhật từ  pn đến pn+1 sẽ được di chuyển 
trở lại điểm biên gần nhất. Điều này tuân thủ 
yêu cầu rằng các lực tác động vuông góc với 
biên, các điểm chỉ có thể di chuyển dọc theo 
biên, nhưng không được đi ra ngoài.

	 Có nhiều lựa chọn khác nhau cho hàm 
lực f(l, l0)  trong mỗi thanh và một số lựa chọn 
đã được nghiên cứu [6], [7]. Hàm k(l0-l) mô 
phỏng lò xo tuyến tính thông thường. Trong 
triển khai của chúng tôi, phản ứng tuyến tính 
này được sử dụng cho các lực đẩy nhưng không 
cho phép lực kéo:
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	 Các hàm lực phi tuyến có thể tạo ra các 
lưới tốt hơn (ví dụ với k(l0+l)/2l0), nhưng hàm 
lực tuyến tính từng đoạn lại cho kết quả tốt (k 
được thêm vào để đảm bảo đơn vị chính xác; k 
được đặt bằng 1). Việc yêu cầu f = 0 khi l = l0  là 
hợp lý. Cách xử lý biên được đề xuất có nghĩa 
là không điểm nào bị ép buộc phải ở lại biên, 
chúng chỉ bị ngăn không cho vượt qua biên. Do 
đó, điều quan trọng là hầu hết các thanh phải 
sinh ra lực đẩy f > 0, để giúp các điểm lan tỏa 
khắp toàn bộ hình học. Điều này có nghĩa là 
f(l,l0)  nên dương khi l gần bằng chiều dài mong 
muốn, điều này có thể đạt được bằng cách chọn 
l0 lớn hơn một chút so với chiều dài thực sự 
mong muốn (một giá trị mặc định tốt trong 2-D 
là 20%, điều này dẫn đến Fscale = 1.2).

	 Đối với các lưới đồng đều, l0 là hằng 
số. Tuy nhiên, có nhiều trường hợp việc có các 
kích thước khác nhau ở các vùng khác nhau sẽ 
có lợi. Ở những khu vực có hình học phức tạp, 
cần sử dụng các phần tử nhỏ để giải quyết vấn 
đề (tính thích ứng hình học). Phương pháp giải 
có thể yêu cầu các phần tử nhỏ gần các điểm kỳ 
dị để đạt độ chính xác toàn cục tốt (trình giải 
thích ứng). Một lưới đồng đều với các phần tử 
nhỏ này sẽ đòi hỏi rất nhiều nút. Trong triển 
khai này, phân bố chiều dài cạnh mong muốn 
được cung cấp bởi người dùng dưới dạng một 
hàm kích thước phần tử (size function) h(x,y). 
Lưu ý rằng h(x,y) không nhất thiết phải bằng 
kích thước thực tế; nó chỉ đưa ra phân bố tương 
đối trên toàn miền. Điều này tránh sự liên kết 
ngầm với số lượng nút, mà không cần người 
dùng phải chỉ định. Ví dụ, nếu h(x,y) = 1 + x 
trong hình vuông đơn vị, thì chiều dài cạnh gần 
biên trái (x = 0) sẽ khoảng một nửa chiều dài 
cạnh gần biên phải (x = 1). Điều này đúng bất 
kể số lượng điểm và kích thước phần tử thực tế.  

	 Để tìm hệ số tỷ lệ, tỷ lệ giữa diện tích 
lưới từ các chiều dài cạnh thực tế li  và "kích 
thước mong muốn" (từ h(x,y) tại trung điểm (xi  
,yi) của các thanh) được tính như sau:

	 Hệ số tỷ lệ = 

	 Điều này đảm bảo rằng phân bố kích 
thước phần tử được duy trì đúng theo mong 
muốn của người dùng mà không cần xác định 
chính xác số lượng nút.

3.  MÔ PHỎNG ĐÁNH GIÁ LƯỚI

3.1. Mô hình mô phỏng

	 Mô hình được sử dụng để mô phỏng 
trong nghiên cứu này là mô hình mặt cắt ngang 
2D tại sườn 0.5 của một tàu container 25,000 
DWT với kích thước tiêu chuẩn. Chúng tôi 
tiến hành khảo sát trên ba loại lưới khác nhau: 
Lưới 1 (a) được tạo ra bằng DistMesh với kích 
thước phần tử xấp xỉ 0.5 m, lưới 2 (b) được tạo 
ra bằng DistMesh với kích thước phần tử mịn 
hơn là 0.2 m và lưới 3 (c) được tạo ra bằng 
phần mềm Simcenter STAR-CCM+ sử dụng 
phương pháp Delaunay với kích thước phần tử 
xấp xỉ 0.5 m, như được minh họa trong Hình 2. 
Mô hình được sử dụng để tính toán là mô hình 
Solid Stress, và quá trình mô phỏng được thực 
hiện trên phần mềm Simcenter STAR-CCM+.

Hình  2. Biểu đồ so sánh chất lượng phần tử của 2 
phương pháp chia lưới
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	 Trong mô hình vật lý, chúng tôi giả 
định một lực do sóng biển gây ra theo phương 
ngang tác động từ bên hông của con tàu. Trong 
trường hợp này, tất cả các sườn của tàu sẽ chịu 
lực phân bố này. Chúng tôi phân tích lực tác 
động lên một mặt cắt ngang của tàu như được 
mô tả trong Hình 3. 
 

Hình  3. Mô hình vật lý và bảng thông số 

3.2. Phân tích kết quả 

	 Kết quả bài mô phỏng so sánh giữa 
các lưới (hình 4, 5) cho thấy sự khác biệt đáng 
kể về các thông số quan trọng có thế quan sát 
trong bảng 1: Độ dịch chuyển lớn nhất theo 
phương x, ứng suất lớn nhất theo phương x, và 
tổng thời gian xử lý CPU của bộ giải. Có thể 
thấy rằng, lưới Delaunay cho kết quả độ dịch 
chuyển lớn nhất và ứng suất cao nhất, trong khi 
hai lưới DistMesh cho kết quả gần nhau hơn và 
thấp hơn về cả độ dịch chuyển và ứng suất. Tuy 
nhiên, về tổng thời gian xử lý CPU, DistMesh 
(Lưới 1) có thời gian xử lý nhanh nhất, cho 
thấy hiệu suất tính toán cao hơn so với lưới 
Delaunay cùng kích thước.
 

Hình  4. Mô tả vị trí của mô hình sau khi 
tác động lực

Bảng  1. Tổng hợp kết quả - đánh giá Độ Dịch 
Chuyển, CPU Time và Ứng Suất Tối Đa trong mô 

phỏng của 3 lưới khác nhau:

Hình  5. Kết quả mô phỏng lưới

4.  KẾT LUẬN

	 Nghiên cứu này đã giới thiệu và áp dụng 
các kỹ thuật sinh lưới không cấu trúc sử dụng 
DistMesh để mô phỏng một mặt cắt ngang của 
tàu container 25,000 DWT. Chúng tôi đã tiến 
hành khảo sát trên ba loại lưới khác nhau và so 
sánh chất lượng phần tử cũng như hiệu quả tính 
toán của từng loại lưới. Kết quả cho thấy rằng, 
phương pháp DistMesh tạo ra các lưới có chất 
lượng cao và hiệu quả tính toán vượt trội hơn 
so với các phương pháp chia lưới truyền thống, 
đặc biệt là khi sử dụng lưới mịn hơn với kích 
thước phần tử 0.2 m.

	 Lưới tạo ra từ phần mềm Simcenter 
STAR-CCM+ với kích thước phần tử 0.5 m 
cũng cho thấy hiệu quả tốt, nhưng chưa đạt đến 
mức độ tinh tế và chất lượng như các lưới tạo 
ra bằng DistMesh. Phân tích lực tác động lên 
mặt cắt ngang của tàu cho thấy rằng lưới có 
chất lượng cao đảm bảo tính chính xác của kết 
quả mô phỏng và ổn định của hệ phương trình 
tuyến tính.

	 Nghiên cứu này, đóng góp vào việc mở 
rộng hiểu biết về việc áp dụng các phương pháp 
tạo lưới và tối ưu hóa trong việc mô phỏng các 
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vấn đề tính toán phức tạp. Điều này giúp cải 
thiện sự chính xác và hiệu quả của các phân tích 
kỹ thuật trong lĩnh vực cơ khí và hàng hải.
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