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PHÂN TÍCH ĐỘNG HỌC VÀ ĐỘNG LỰC HỌC ROBOT SONG SONG 
PHẲNG KIỂU TAM GIÁC - TAM GIÁC 

KINEMATICS AND DYNAMICS OF A DOUBLE TRIANGULARS  PLANAR 
PARALLEL ROBOT 
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Trường Đại học Sư phạm Kỹ thuật, Đại học Đà Nẵng

TÓM TẮT

	 Robot song song được sử dụng rộng rãi trong các ứng dụng yêu cầu tốc độ làm việc và độ 
chính xác cao do nó có độ cứng vững tốt và khối lượng chi tiết chuyển động nhỏ. Tuy nhiên, vấn đề 
phân tích động học thuận và động lực học robot song song thường rất phức tạp do nó có nhiều ràng 
buộc vật lý của cơ cấu khép kín nhưng việc giải bài toán động học thuận và động lực học robot lại 
đóng vai trò rất quan trọng trong thiết kế và điều khiển robot. Trong bài báo này, mô hình động học 
và động lực học của robot song song phẳng kiểu tam giác - tam giác sẽ được trình bày. Robot này 
gồm hai tấm phẳng dạng tam giác đều, nối với nhau bởi ba chân robot. Để biết chuyển động của 
robot, trước tiên bài toán động học và mô hình vận tốc robot sẽ được trình bày. Trong đó, động học 
thuận robot được phân tích bằng phương pháp giải tích. Sau đó, bài toán động lực học được giải 
quyết bằng cách áp dụng phương pháp Lagrange. Để chứng minh tính chính xác các kết quả đạt 
được trong bài báo này, hai phương pháp mô phỏng số và hình học được sử dụng để đánh giá và so 
sánh. 

	 Từ khóa: Robot song song; Động học; Động lực học; Động học thuận; Mô phỏng. 

ABSTRACT

	 Parallel robots are widely used for precise with high speed applications due to their high 
stiffness and their low moving masses. However, forward kinematics and dynamics problem of the 
parallel robots is a challenging task and it plays a crucial role in designing and controlling of the 
robot. The kinematics and dynamics of the double triangular planar parallel robot is established 
in this paper. This robot is composed of two triangle platforms connected via three identical legs. 
Knowing the motion of the platform, the kinematic model and velocity model of this robot is first 
developed. The forward kinematic model is derived and analyzed by using the analytical method. 
Further, the Lagrangian equation will be applied to solve the inverse dynamics problem. In order 
to validate the presented solutions, a series of simulations on the numerical and graphic software is 
performed to verify the entire analysis of the parallel mechanism. 

	 Keywords: Parallel robot; Kinematics; Dynamics; Forward kinematics; Simulation. 



NGHIÊN CỨU - TRAO ĐỔI



205
ISSN 2615 - 9910 (bản in), ISSN 2815 - 5505 (online)

TẠP CHÍ CƠ KHÍ VIỆT NAM, Số 298, tháng 12 năm 2022 
cokhivietnam.vn / tapchicokhi.com.vn

1. ĐẶT VẤN ĐỀ

	 Robot song song là robot có cơ cấu cơ 
khí khép kín (closed-chain mechanism) gồm 
một giá đỡ cố định (fixed platform) được nối 
với tấm phẳng di động (moving platform) qua 
các chuỗi động học (kinematic chains) hay còn 
gọi là các chân robot (legs). So với robot nối 
tiếp, robot song song có kết cấu cứng vững 
hơn, độ chính xác cao hơn, khả năng tải lớn 
hơn [1]. Chính vì những ưu điểm này, robot 
song song đang được sử dụng nhiều hơn trong 
các ứng dụng công nghiệp và cuộc sống như 
sử dụng robot song song trong gia công cắt 
gọt, mô phỏng lái máy bay, hay trong thiết bị 
y tế [2, 3]. Robot song song phẳng là một dạng 
đặc biệt của robot song song với ba bậc tự do 
gồm hai chuyển động tịnh tiến và một chuyển 
động quay. Đến nay, nhiều kiểu robot song 
song phẳng khác nhau đã được giới thiệu, và 
Merlet [4, 5] phân chia các robot này thành 07 
nhóm với tên gọi tùy thuộc vào loại khớp sử 
dụng tại các chân của robot như: RRR, RPR, 
PRR, RRP, RPP, PRP và PPR. Trong đó, R viết 
tắt của khớp quay (Revolute), P là viết tắt của 
khớp tịnh tiến (Prismatic). Ngoài ra, một số 
kiểu robot song song phẳng khác đã được giới 
thiệu như Arakelian [6] giới thiệu robot song 
song phẳng với góc quay quanh trục z lớn hay 
Zarkandi [7] trình bày robot song song phẳng 
kiểu ngôi sao - tam giác. Daniali et al. [8] trình 
bày mô hình robot song song phẳng kiểu tam 
giác - tam giác. Seo et al. [9] đã đề xuất một 
kiểu robot mà trong đó tấm phẳng di động có 
thể chuyển động quay quanh trục z đến 360 độ.
Robot song song vẫn luôn được quan tâm và 
nghiên cứu bởi nhiều nhà khoa học trong nước 
và trên thế giới, vì bài toán động học, động 
lực học và điều khiển của robot song song khá 
phức tạp so với robot nối tiếp. Đặc biệt là phần 
phân tích động học thuận và động lực học, mỗi 
kết cấu robot song song đều có phương pháp 

phân tích và cách giải bài toán khác nhau. Hầu 
hết các phương pháp giải bài toán động học 
thuận hiện nay đều sử dụng phương pháp số 
gần đúng để tìm nghiệm, do hệ phương trình 
ràng buộc động học của robot song song luôn 
là hệ phương trình phi tuyến. Phương pháp số 
có nhược điểm chính là không phải khi nào 
chương trình cũng hội tụ và nó không thể tìm 
được tất cả các nghiệm có thể tồn tại của hệ. 
Cũng chính vì các robot song song có rất nhiều 
ràng buộc do cơ cấu cơ khí khép kín nên bài 
toán động lực học của robot song song cũng là 
một vấn đề phức tạp và chưa có một phương 
pháp giải chung nào cho tất cả các loại robot 
song song. Trong các dạng robot song song 
phẳng trình bày ở trên, hai kiểu robot ngôi 
sao - tam giác (sau đây gọi là robot ST - Star 
Triangular) được đề xuất bởi Zarkandi [7] và 
robot kiểu tam giác - tam giác (sau đây gọi là 
robot DT - Double Triangular) được giới thiệu 
bởi Daniali et al. [8] có đặc điểm chung là phần 
đế của robot đều có dạng tam giác và tấm đế 
cố định này được nối với tấm di động bởi ba 
chuỗi khớp động học T-R-T giống nhau. Đối 
với robot ST, Zarkandi [7] đã trình bày phân 
tích động học, mô hình vận tốc, điểm tới hạn và 
vùng làm việc của robot này. Đến năm 2016, 
Javad and Mohammad [10] đã trình bày cách 
giải bài toán động lực học của robot ST. Theo 
tìm hiểu của nhóm tác giả, bài toán động học 
thuận và động lực học của robot DT đề xuất bởi 
Daniali et al. [9] vẫn chưa được nghiên cứu và 
trình bày. Chính vì vậy, bài báo này trình bày 
phương pháp phân tích động học và động lực 
học của robot DT. Để chứng minh phương pháp 
phân tích bài toán động học và động lực học 
trình bày trong bài báo này là chính xác, nhóm 
tác giả đã tiến hành mô phỏng và so sánh kết 
quả trên hai phần mềm số học Matlab và phần 
mềm đồ họa chuyên được sử dụng để phân tích 
và mô phỏng động học - động lực học hệ cơ 
khí, Adams View. Kết quả từ hai phần mềm đều 
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giống nhau, qua đó chứng minh được tính đúng 
đắn của các công thức đã trình bày. 

2. PHÂN TÍCH ĐỘNG HỌC ROBOT 
SONG SONG PHẲNG DT

	 Robot song song phẳng DT gồm có hai 
tấm phẳng cố định và di động hình tam giác 
được nối với nhau bởi ba chuỗi động học TRT 
như hình 1-a. Để giải bài toán động học robot, 
chúng ta giả sử đặt một hệ tọa độ Oxyz tại tâm 
của vòng tròn ngoại tiếp của tam giác cố định 
A1A2A3 và một hệ tọa độ di động Ox1y1z1 được 
đặt tại tâm của vòng tròn ngoại tiếp tấm di động 
B1B2B3 (hình 1-b). Giả sử ba tọa độ của cơ cấu 
chấp hành là qi (i = 1, 2, 3) tương ứng là khoảng 
cách từ điểm Ai đến Ri, và tọa độ tịnh tiến của 
O1 đối với điểm O là x và y. Góc quay giữa tấm 
phẳng di động và tấm đế cố định được ký hiệu 
là θ. 

	 Từ mô hình động học, tọa độ của điểm 
Ri đối với hệ tọa độ Oxyz là:

(1)

	
	 Với ra là bán kính vòng tròn ngoại tiếp 
tâm O đi qua ba điểm A1, A2 và A3.
 

Tấm di động

Đế cố định

Khớp tịnh tiến

Khớp xoay

Khớp tịnh tiến
(a) (b)

Hình 1. a) Robot song song phẳng DT; b) Mô hình 
động học robot DT

	 Giả sử li (i = 1, 2, 3) là khoảng cách 
giữa đỉnh Bi tam giác B1B2B3 và tâm của khớp 

xoay R’i. Chúng ta dễ dàng xác định được tọa 
độ của R’i đối với hệ tọa độ cố định O1x1y1z1:

 (2)

	 Bằng phép biến đổi, ta sẽ xác định được 
tọa độ R’k đối với hệ tọa độ Oxyz:

	                              (3)

	 Trong đó, Rz(θ) là ma trận quay quanh 
trục z một góc θ và O1= [x,y,0]T tọa độ của tấm 
phẳng di động. Bởi vì tọa độ Rk trên tấm cố 
định có cùng tọa độ với R’k theo phương x và y, 
ta có hệ phương trình ràng buộc như sau:

	                           (4)

	 Bằng cách giải hai hệ phương trình (4), 
ta dễ dàng xác định được tọa độ của các cơ cấu 
chấp hành qi (với i = 1, 2, 3) theo các phương 
trình sau: 

(5)

(6)

(7)
 
	 Để giải bài toán động học thuận, bằng 
cách biến đổi và rút gọn ba phương trình (5) 
đến (7), ta tìm được phương trình như sau:

(8)

	 Đặt  và với
, phương trình (8) trở thành:
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                      (9)

	 Sau khi giải phương trình (9), ta tìm 
được góc quay θ=2 tan-1 t thay vào trình (6) và 
(7), ta xác định được tọa độ của tấm phẳng di 
động:

                        (10)

                             (11)

3. PHÂN TÍCH ĐỘNG LỰC HỌC ROBOT 
SONG SONG PHẲNG DT

	 Bằng cách đạo hàm phương trình (5), 
(6) và (7) theo thời gian, ta sẽ xác định được mô 
hình vận tốc của robot DT như sau:

(12)

	 Với:

	 Giả sử gia tốc của tấm di động biểu diễn 
như sau: . Mối quan hệ giữa gia 
tốc tấm di động và gia tốc cơ cấu chấp hành 
được xác định dễ dàng bằng cách đạo hàm theo 
thời gian phương trình vận tốc (12). Từ đó, 
nhân tử Lagrange được xác định bằng phương 
trình (15):

	                        (13)

	 Trong đó, Fext là ngoại lực tác động vào 
robot.

	 Sau đó, lực tác động của các cơ cấu 
chấp hành robot được xác định theo phương 
trình sau:

	                                    (14)

	 Trong đó:

4. KẾT QUẢ MÔ PHỎNG 

	 Để đánh giá sự chính xác của kết quả 
phân tích ở trên, nhóm tác giả sử dụng hai phần 
mềm để mô phỏng và đánh giá: phần mềm tính 
toán số học Matlab và phần mềm đồ họa chuyên 
sử dụng để phân tích động học và động lực học 
hệ thống cơ khí Adams View. Kết quả mô phỏng 
từ hai phần mềm trên được thể hiện trên hình 2 
đến hình 5. Trong các hình này, đường nét đứt là 
kết quả từ phần mềm Matlab, còn đường nét liền 
mảnh là kết quả từ phần mềm Adams View. Qua 
các hình trên, ta nhận thấy rằng kết quả từ hai 
phần mềm hoàn toàn trùng khớp, điều đó chứng 
minh rằng các phương trình tính toán trình bày 
trong bài báo này là hoàn toàn chính xác. 
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Hình 2. Kết quả mô phỏng động học robot

  

Hình 3. Kết quả mô phỏng mô hình vận tốc robot

   
Hình 4. Kết quả mô phỏng mô hình gia tốc robot

 
Hình 5. Kết quả mô phỏng động lực học robot
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5. KẾT LUẬN

	 Bài báo đã trình bày kết quả phân tích 
động học và động lực học của robot song song 
phẳng kiểu tam giác - tam giác. Trong đó, bài 
toán động học thuận đã được giải quyết bằng 
phương pháp giải tích, nên kết quả có thể tìm 
đầy đủ tất cả các nghiệm có thể tồn tại so với 
phương pháp số thông thường được trình bày 
trước đây. Bài báo cũng trình bày kết quả phân 
tích động lực học của robot song song phẳng 
tam giác - tam giác. Sau đó, các kết quả phân 
tích đã được kiểm chứng thông qua việc mô 
phỏng và so sánh kết quả giữa hai phần mềm: 
phần mềm tính toán số học Matlab và phần mềm 
đồ họa chuyên mô phỏng động học và động lực 
học hệ thống cơ khí Adams View. Dựa trên các 
kết quả so sánh giữa hai phần mềm, chúng ta 
nhận thấy rằng mô hình động học và động lực 
học trình bày trong bài báo này là chính xác. 
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